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МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ СФЕРИЧЕСКОГО МАЯТНИКА С РАВНОМЕРНО  
ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ТОЧКОЙ ПОДВЕСА 
 
Современное развитие вычислительных технологий позволяет решать многие нели-

нейные задачи для движения сферического маятника [1–14]. При этом используются такие 
расчетные методы, как дифференциально-алгебраические уравнения (ДАУ) [2], метод ко-
нечных элементов (МКЭ) [4–5], методы Рунге-Кутта [6, 10–14]. Прикладные инженерные 
задачи в области подъемно-транспортных машин (ПТМ) главным образом связаны с прямо-
линейным или вращательным движением точки подвеса сферического маятника в детерми-
нированном и стохастическом случаях [1–14]. Получаемые приближенные численные ре-
зультаты не в полной мере позволяют проанализировать амплитудно-частотные характери-
стики механических систем «стрела крана – груз» ввиду сложности получения либо полного 
отсутствия аналитических решений. 

Все вышеизложенное обусловливает актуальность и целесообразность настоящей ра-
боты, связанной с построением приближенной линеаризованной модели для задачи о малых 
колебаниях сферического маятника с подвижной точкой подвеса. Получаемые при этом ана-
литические зависимости не являются более грубыми, чем приближенные решения нелиней-
ных задач и в то же время обеспечивают дополнительные возможности анализа полученных 
результатов. 

Целью работы является определение закона движения груза с подвижной точкой за-
крепления при равномерном вращении стрелы крана. 

Для построения модели решаемой задачи использовался принцип Даламбера для дви-
жения несвободной материальной точки. На рис. 1 введены E (ê1;ê2;ê3) – инерциальная 

(x2y2z2) система отсчета (ИСО); а также B (ẽ1;ẽ2;ẽ3) и F (e1;e2;e3) – неинерциальные (x1y1z1) 
и (xyz) системы отсчета (НИСО). 

 

 
Рис. 1. Схема раскачивания груза M на тросе MB, прикрепленном к т. B стрелы крана BO2 , 

в вертикальной плоскости (yz) (a) и в горизонтальной плоскости (x1y1) (б) 
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В ИСО E груз M совершает сложное движение с относительной скоростью 

V M/B = V M/F = Vr =  dtdx1  ẽ1 +  dtdy1  ẽ2 +  dtdz1  ẽ3 (рис. 2) и переносной скоростью 

Ve = V
2

O /E + ω B/E r MO2
 =    1yRdtd e    ẽ1 +   1xdtd e  ẽ2 . 

НИСО B и F отстоят друг от друга вдоль оси y1 на величину ydyn = lsin(α1dyn), а вдоль 
оси z1 на величину Δ = l(1 – cos(α1dyn)), где α1dyn – угол между вертикальной осью Astz1 и тро-
сом l = BAdyn в положении т. Adyn динамического равновесия груза. Стрела крана BE образует 
с горизонтальной плоскостью (x2y2) угол γ, а т. M описывает вокруг вертикальной оси O2z2 
дугу окружности радиуса BD = R с постоянной угловой скоростью ω B/E = ω F/E = ωe  =dφe/dt, 
где φe =  (ê1, ẽ2). На груз действуют: mg – активная сила тяжести, N – реакция натяжения 
троса, а также Φe

τ = (–m)ae
τ = (–m)(α B/E  r E/M), Φe

n = (–m)ae
n = (–m)(ω B/E  (ω B/E  r E/M)), 

Φcor = (–m)acor = (–m)(2 ω B/E V M/B) – Даламберовы силы инерции, где α B/E = ε B/E – вектор 

углового ускорения стрелы, причем α B/E = α F/E = εe  =d2φe/dt2. 
Несвободное движение груза M подчиняется уравнению геометрической связи: 
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где α1 = (ẽ3, r B/M) – угол отклонения троса от вертикали, а угол α2 – угол между 
плоскостями (x1z1) и (BMO1) – сферические координаты груза M.  

С применением принципа Даламбера к исследованию движения механической систе-
мы «стрела крана – груз» была получена нелинейная система обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ), составленная в сферических координатах: 
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Было показано, что для случая равномерного вращения стрелы крана и в предположе-
нии малости угла α1 величина натяжения троса мало отличается от значения силы тяжести, 
т. е. N ≈ mg. В рамках вышеизложенных допущений в НИСО F справедлива линеаризован-
ная однородная система ОДУ в декартовых координатах (xy): 
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При нулевой начальной скорости груза относительно земли определены начальные 
условия для систем ОДУ (2)–(3) и получено аналитическое решение системы (3) ОДУ: 
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где 
l

g
k  ; ke  ; RV eB  ; ek  1 ; ek  2 . 
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Система (4) определяет вид относительной траектории груза на рис. 2, (а, в) для сле-
дующих численных значений параметров механической системы: R = 0,492 м; g = 9,81 м/с2; 
l = 0,825 м; k = (g/l)0,5 ≈ 3,448 рад/с; T = 30 с; ωe = 2π/T ≈ 0,209 рад/с; φe = 180º, α1dyn = 0,00221 рад; 
VB = 0,103 м/с; ydyn = 0,00182 м; ν1 = k+ωe  = 3,6578 рад/с; ν2 = k – ωe = 3,2388 rad/s. 

 

 
Рис. 2. Сравнение расчетных относительных траекторий груза М в НИСО F:  
а, в – линеаризованная (3)–(4); б, г – нелинейная (2) модели 
 
Система (4) и расчетные относительные траектории раскачивания груза M на рис. 2, (а, в) 

показывают, что НИСО B и F совершают вращение, противоположное к направления вращения 
стрелы крана BO2. На основе (4) и рис. 2 абсолютные координаты x2, y2, z2 груза M в ИСО E, за-
висящие от относительных координат груза x, y, z в НИСО B, определялись как: 
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Полученные из (4)–(5) теоретические абсолютные траектории груза в ИСО E приве-
дены на рис. 4 в виде (▬ ▬ ▬ ▬ , y2 = y2(x2)). Экспериментальные исследования основыва-
лись на применении эмпирической установки, показанной на рис. 3, а. 

 

 
Рис. 3. а – экспериментальная установка; б – расчетные точки (○○○○) и регрессионная 

кривая (▬▬▬) расхождения δ1 относительных амплитуд для линеаризованной и нелинейной 
моделей при длине троса l = 0,825 м 

 
Установка на рис. 3, а включает следующие детали: вертикальный фиксированный 

стержень O2D высотой H = 1 м, подшипник D, модель BD стрелы радиусом R = 0,5 м и диа-
метром 6 мм, лазерная указка B, светодиод (груз M) диаметром 2 мм и с батарейкой с напря-
жением 3 V, трос BM с различными фиксированными длинами l1 = 0,825 м (на рис. 3, a 
и рис. 4, г), l2 = 0,618 м (на рис. 4, в), l3 = 0,412 м (на рис. 4, б), l4 = 0,206 м (на рис. 4, а), гори-
зонтальная (в плоскости O2x2y2) сетка с размером полотна 1200   700 мм и размерами квад-
ратных делительных ячеек 20   20 мм, верхний цифровой фотоаппарат, находящийся 
над уровнем горизонтальной сетки на высоте 2,5 м с выбранным длительным временем вы-
держки 60–90 с. Экспериментальные абсолютные траектории (▬▬▬▬▬ , y2 = y2(x2)) раска-
чивания груза были записаны в ИСО E и приведены на рис. 3, а и рис. 4. 

Сопоставление теоретических (▬ ▬ ▬ ▬ , y2 = y2(x2)) и экспериментальных 
(▬▬▬▬▬ , y2 = y2(x2)) результатов основывалось на вычислении амплитудных расхожде-
ний δ на рис. 4 и показало, что δ = 7,53 % для l = 0,206 м на рис. 4, a; δ = 7,58 % для 
l = 0,412 м на рис. 4, б; δ = 7,40 % для l = 0,618 м на рис. 4, в и δ = 6,9 % для l = 0,825 м 
на рис. 4, г. Для оценки доверительных интервалов на рис. 4 были введены безразмерные со-
отношения rтеор/rэксп , где rтеор и rэксп  – модули радиус-векторов, соединяющих т. O2 с теоре-
тической (▬ ▬ ▬ ▬) и экспериментальной (▬▬▬▬▬) кривыми соответственно, а значе-
ния rтеор и rэксп были рассчитаны для одного и того же фиксированного значения полярного 
угла φe. На основании t-критерия Стьюдента установлено, что для доверительной вероятно-
сти 0,95 значения доверительных интервалов составляют: 0,9374 ≤ (rтеор/rэксп) ≤ 1,0315 
for l = 0,206 м на рис. 4, a; 0,9014 ≤ (rтеор/rэксп) ≤ 1,0272 для l = 0,412 м на рис. 4, б; 
0,9200 ≤ (rтеор/rэксп) ≤ 1,0352 для l = 0,618 м на рис. 4, в; 0,9257 ≤ (rтеор/rэксп) ≤ 1,0066 
для l = 0,825 м на рис. 4, г. 

Для сопоставления линеаризованной (3)–(4), рис. 2 (а, в) и нелинейной модели (2), 
рис. 2 (б, г) было введено безразмерное амплитудное расхождение δ1 (рис. 3, б) результатов 
между усредненными радиусами r нелин на рис. 2, (б, г) и r лин на рис. 2 (а, в). 
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Рис. 4. Сравнение (▬ ▬ ▬ ▬) теоретических и (▬▬▬▬▬) экспериментальных  

абсолютных траекторий груза для фиксированных длин троса: 
а – l = 0,206 м; б – l = 0,412 м; в – l = 0,618 м; г – l = 0,825 м 
 
Вид относительных траекторий на рис. 2 показывает, что как усредненные радиусы 

r лин и r нелин , так и амплитуды относительных траекторий возрастают с увеличением безраз-
мерной угловой скорости стрелы ωe/ωe0, где ωe0 ≈ 0,209 рад/с – это экспериментально вы-
бранная рациональная угловая скорость модели стрелы крана. Как показано на рис. 2, имеет 
место устойчивая тенденция r лин > r нелин . Расчетные графики на рис. 2 и на рис. 3, б показы-
вают, что безразмерное амплитудное расхождение δ1 между линеаризованной и нелинейной 
моделями возрастает с увеличением безразмерной угловой скорости ωe/ωe0 стрелы крана. 
На рис. 3, б показано, что δ1 < 11 % для ωe < 0,8 рад/с, т. е. для ωe < 3,828ωe0. Из рис. 3, б сле-
дует, что δ1 < 11 % для α1 < 0,145 рад. Т. о. на основании численных результатов, представ-
ленных на рис. 2 и на рис. 3, б было установлено, что линеаризованная модель (3)–(4) адек-
ватно описывает нелинейную задачу (2) о раскачивании груза при равномерном вращении 
стрелы крана при ωe < 0,8 рад/с и α1 < 0,145 рад. 

 
ВЫВОДЫ 

С применением относительных сферических координат получена нелинейная система 
дифференциальных уравнений для малых колебаний сферического маятника с тремя степе-
нями свободы в случае постоянной угловой скорости переносного вращения стрелы крана. 
Идентичные линеаризованные уравнения в декартовых координатах получены с применени-
ем принципа Даламбера в предположении равномерности вращения стрелы и малости угла 
раскачивания груза α1. Как линеаризованная, так и нелинейная теоретические задачи об от-
носительном раскачивании груза при равномерном вращении стрелы крана были сформули-
рованы в виде соответствующих задач Коши. 
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Было получено аналитическое решение, амплитуды и собственные частоты для лине-
аризованной системы. В рамках экспериментальных исследований было выполнено сравне-
ние экспериментально записанных абсолютных траекторий груза с расчетными абсолютны-
ми траекториями, полученными для линеаризованной модели раскачивания груза. 

Были рассчитаны величины амплитудных расхождений между теоретическими и экс-
периментальными кривыми и был выявлен рост амплитудных расхождений с уменьшением 
длины нити, что связано с повышением частоты колебаний груза на тросе. 

Было установлено удовлетворительное согласование расчетных и экспериментальных 
кинематических результатов. С привлечением нелинейных уравнений были определены зна-
чения кинематических и геометрических параметров механической системы «стрела крана – 
груз», при которых допустимо использование линеаризованной модели.  

Полученная методика рекомендуется для решения прикладных задач подъемно-
транспортного машиностроения на этапах проектирования тросовых систем стреловых кра-
нов для различных режимов разгона и торможения стрелы, а также для изменяемой геомет-
рии стреловой крановой системы с учетом переменности длины троса и телескопичности 
стрелы крана. 
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